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T a d e u s z  D ło t k o
Sur l ’équilibre asym ptotique d’un systèm e d’équations 
différentielles-fonctionnelles à argum ent retardé.
Envisageons un système mécanique décrit par une équation différentielle 
X ' ( t ) = f ( t , x ( t ) )  OÙ x  =  ( x j ,  . . . , x „ ) ,  / = ( / i ,
Si pour chaque c e E n il existe une solution de ce système pour laquelle lim x ( t )= c
t~* 00
et si pour chaque solution x(t) de ce système lim x (7) =  const, on dit que ce système
t~* 00
mécanique possède l’équilibre asymptotique.
00
Une telle situation a lieu pour l’équation scalaire x ’(t)= k (t)x (t)  où J k(t)d t<  oo. 
Dans cette note j ’indique des conditions garantissant l’existence non-locale des 
solutions de l’équation différentielle-fonctionnelle de la forme
(1) x'{i)= f{t,< t> (t,x)),
dans laquelle / e t  <j>(t,x) sont des fonctions données et x(t) est une fonction in­
connue.
Ensuite je démontre des théorèmes garantissant que les solutions de (1) sont 
bornées et possèdent des asymptotes horizontales.
J ’étends ces théorèmes aux systèmes linéaires perturbés par un élément non- 
linéaire à argument retardé. Comme conclusion on obtient une condition garantissant 
la stabilité des solutions d’un système à argument retardé.
Les théorèmes donnés généralisent entre autres quelques résultats antérieurs 
de R. C o n t i  [5], N. B o u r b a k i  [2], L. C e s a r i  [4], U. D in i - H u k u h a r a  [8], T. K it a -  
m u r a  [10], I. G. P e t r o w s k i j  [11], H. T e y a m a  [12] et A. W i n t n e r  [15].
H y p o th è s e  1. La fo n c tio n // ,  x) est continue pour (t, x) e E \  x E n, E \  =<0, oo), 
et telle que
(2) | / ( t ,x ) |< /c ( t )g ( |x |)  +  / ( 0
où # (0 )= 0  et g(x)  est croissante pour x > 0 .
Pour chaque K > 0  il existe une constante M (K )> 0  telle que 0 (A|x|)<M(ÂT)0 (|xt)
X
f  1
et G (x)=  ---- d t-* +  oo lorsque x-*  +  oo. Les fonctions k(t)  et l(t) sont non-néga-
J 0(0
0 < xo
tives et continues pour t c E \ .
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Le symbole |x| désigne une norme arbitraire dans l’espace E ”. L’opération 
<j>(t,x) h valeurs dans E" est définie pour des systèmes de fonctions (x ^ r), x„(t))
localisés dans w, t'y, w = const> 0 , t ^O.
L’opération 4>(t, x) transforme chaque famille de fonctions continues et bornées 
dans < — w, oo) en un ensemble de fonctions continues et bornées pour ?>0. 
De plus
(2') \<f>{t, x) — cj)(t, x)|<AT max |x ( t ) —x (t) | et <f>(t, 0 )= 0 .
t e  < — w,(>
R em arq u e . La condition (2) et l’hypothèse sur la fonction g se trouve accomplie 
p.ex. pour la fonction g (x )= k x + 1 , k ,  1^0 , ainsi que quand la fonction f ( t ,  x) 
satisfait à la condition de Lipschitz
\ f ( t , x ) - f ( t , x ) \ s ą k ( t ) \ x - x \  pour ( t , x ) , ( t , x ) e E 1+ x E n
et aussi pour / ( / ,  x ) = k (/)x*+  /(/)> k , l ^ 0, a e < 0 , 1).
La condition (2') est accomplie en particulier pour
<i>(t, x) =  x ( t - w ) ,
t t
(p(t, x) — J x (s) r (s) ds et J |r ( s ) |d s< co n s t, t ^ O ,
t — ùi t — co
t t
<j>(t,x) = J x ( s ) d r ( t , s ) et J | r ( f , s)|ds =  i£ (f)< const< oo  .
t~  (xi t~ù>
T h é o r è m e  1. Dans l'hypothèse 1, la fonction initiale a{t), t c (  — w, 0 ) ,  étant 
donnée, toutes les solutions de l'équation (1) sont définies dans l'intervalle <0, oo).
D é m o n s tr a t io n .  Comme il résulte de [6], l’équation (1) possède une solu­
tion x(f) dans <0, /?) correspondant à  la fonction initiale oc(t), t e (  — iv, 0). Il résulte 
du théorème de A. D. M y c h k i s  ([19], page 115) qu’en prolongeant cette solution 
on peut obtenir l’une des deux possibilités:
a) il existe lim x(t) et alors la solution peut être prolongée sur l’intervalle <0, y),
t - p - o
y>P, en conservant la classe de régularité;
b) lim sup|x(t)| =  +  oo si /-*/?—0. Dans ce cas il résulte de l’équation (1) et des 
(-► 0-0
t t
conditions admises que |x ( t )K |a  (0 )|+  J k(x)g(\(f)(T, x ) |)d r+  J l (x)dx,  fe< 0,jS),
o o
0
d’où pour |[x(0!l=  max |x(r)| et c = |a (0 ) |+  J l(t)d t nous obtenons
0
t
||x (< ) ||< c+  j  M ( N )  max k(s)g  (|]x(t)||)cfx pour t ^ 0 .
0 O ^S ^T
De cette inégalité et de l’inégalité de B ih a r i  [1] on obtient
(3) | |x ( t ) ||< G -1 (G(c) +  M (lV )[ max /c(r)]t) pour t ^ 0  et t< /? .
OsSt=S0
Il s’ensuit que ||x(f)|| est borné pour t e <0, /?), donc on ne peut pas avoir 
lim sup |x(?)|=  +  oo si t-*f} — 0.
Théorème 2. Admettons l ’hypothèse 1 et de plus J k (t) dt <  oo et j  l(f)dt<  co. 
Alors les solutions de l’équation (1) sont bornées pour t^O.
D é m o n s tr a t io n .  D u théorème précédent il résulte l’existence des solutions 
de l’équation (1), satisfaisant à la condition initiale x(t) = a(t) pour t c f  — w,  0). 
Cette solution existe pour t ^  0 et
t  oo
|x ( î ) K d +  J k ( z ) g ( N  |jx(r)||)dT pour d = |a (0 ) |+  J l ( t )dt ,  
o
d’où
|\x (011 <  G~ \G  (d) + M  (N ) j  k  ( t )  dz) .
o
Il en résulte que ||x(0ll est bornée pour t ^ O  puisque G(x)-> +  co lorsque .ï-* +  c o .
OO OO
Théorème 3. Admettons l’hypothèse 1 et de plus que J k(t)d t< co et J l(t)d t<  oo 
Alors chaque solution x(t)  de (1) déterminée par la fonction initiale a(t), r c < — w, 0) 
possède une asymptote horizontale pour t -> +  oc.
Si le problème de Cauchy pour l ’équation (1) possède plusieurs solutions, leurs 
asymptotes peuvent être différentes.
D é m o n s tr a t io n .  La solution x(t) étant bornée, l’intégrale
J |x '(0 ld f=  J \ f [ t ,4>{t ,x)) \dt
O O
est finie; il en est donc de même de l’intégrale
00




lim x (t) =  x  (0) +  J x \ t ) d t .
t~* GO O
C o ro l la i re .  Si la fonction/ satisfait à la condition de Lipschitz, on peut appli-
00
quer le théorème 3 pourvu qu’il existe un point x  e E" tel que j  \f(t, x)\dt<  oo.
00
On connait bien le théorème: Si J \A (f)\d t< +  co, alors les solutions de l’équation 
linéaire
(4) x '(0  = A ( f ) x  (0
possèdent des asymptotes horizontales pour t-> œ .
D é f in it io n . Soit x{t) une solution de (4) dans <0, oo). Nous l’appelons unifor­
mément stable dans <0, oo) si f \  \ f  A  A  C*(0 satisfait (4) pour t ^ t 0 et
e >  0  5 ( e ) > 0  t 0 ^ 0  x ( t )
|x (to) - x ( f o) |< ù (£ )|= > |x (0 -3c(0 l< e  pour t ^ t 0).
Théorèm e 4. Admettons que toutes les solutions du système (4) sont uniformément 
stables dans <0, oo). Désignons par y{f) cette solution du système (4) pour laquelle 
y(0) = a(0).
Si les fonctions f ( t , x ) et 4>(t,x) satisfont à l ’hypothèse 1 et si J k( t)dt<  oo,
OO
J l(t)d t<  oo, alors chaque solution x(t)  du système
(5) x'(t) =  A(t)x(t)+f(t,<j>(t,X))
déterminée par la fonction initiale a(t), t  e (  — w, 0>, qui existe dans tout l ’intervalle 
<0 , oo), est borneée dans cet intervalle et lim |x (0 —y(/)| =  c= const pour /-*• +  oo *).
D é m o n s tr a t io n .  On a
(6) x(t )  = y ( t ) + $ Y ( i ) Y ~ i (r) f (T, (j)(y, x))dr  pour t ^ O ,
o
où Y(t) désigne le système fondamental de solutions de (4) tel que Y(0)=£.  D ’une 
condition suffisante et nécessaire pour la stabilité uniforme dans <0, oo) (voir [4]) 
nous obtenons
| y (0  y 'W K M ,  =  const pour 
De l’égalité (6) on a




c = sup \ y(01+M, J l ( t ) d t . 
tzo o
Des hypothèses admises il résulte que
t
H x W I K c j + M i  f  A;(t)0 ( ||x ( t) ||)c /t , o ù  c , = c  +  |a(0 )|.
0
De l’inégalité de B ihari [1] nous obtenons
||x(OI\^G~1(G(c) + M 1 ]  fe(r)dt).
0
d’où |jc(0I<Æ pour t ^Q.  Encore de (6) il résulte que
I* (0  -  y  (01 <  JI y  (0  y~  '(01 [* (O 9 (10 (*, *)l)] dx + ) i  (t) dv <
O 0
t
J[M Cfc(T) +  /(r)]d T <  +  00 pour f^ O ,  C =  max g(u) .
0
*) On peut examiner le  problème d’existence non-locale des solutions de l’équation dernière, 
p.ex. en basant sur le théorème 1 de cette note. Il suffit d ’admettre que
°° 1
J —  du =  +  oo .
0 <xo g ( u ) + u
En particulier, quand chaque solution du système 5 existe dans l’intervalle <0. oo).
Comme dans la démonstration du théorème 3 nous obtenons que 
lim |x (t) -  y  (01 =  const pour t-* +  oo.
R e m a rq u e . Dans les hypothèses admises lim |x (/)—.KOI Peut ne Pas être
H o o
unique. P. ex., pour l’équation différentielle
x'(0 = Ox(0+F^ V w
le problème initial x (0 )= 0  possède des solutions
0 pour tc<0
* c ( 0  =
, c>,
(a rc tg t —arctgc) pour t> c
et
lim |xc( 0 - y ( 0 l
t - *  oo
=  ( i - a r c t g c )
C o ro lla ire .  On peut appliquer le dernier théorème à l’équation
x' =  -X  +  - T - :  x/|x| +  1 .
r + 1
Remarquons que l’on ne peut pas appliquer à cette équation ni les généralisations 
des théorèmes de Dini-Hukuhara ([4], p. 95), ni le théorème de R. Bellman ([4], p. 
(103 où l’on exige que
| / ( t , x ) |< k ( 0 |x | .
C o ro l la i re .  Si les solutions du système linéaire (4) possèdent des asymptotes 
horizontales pour t-> + oo, les solutions du système non-linéaire (5) possèdent aussi 
des asymptotes horizontales.
Il faut y admettre pour /  et <f> les hypothèses antérieures.
Theoreme 5. Examinons les systèmes (4) et (5) et admettons qu'ils possèdent 
des solutions satisfaisant aux conditions initiales y  (0) —y 0, x (t)  =  a (t) pour t e < — w, 0>, 
y(0) =  a(0), bornées pour t ^O.
Admettons de plus que les fonctions f  et <j> satisfassent à l'hypothèse 1 et que
OO
si |x |< c , alors \ f ( t ,  x ) \ ^ N ( t ,  c) et j  N(t ,  c)dt<co.
Dans ces hypothèses
lim |y ( t ) - x ( t ) |  =  const pour t~* +  oo .
D é m o n s t r a t i o n .  Les solutions x(t) et y(t)  de la thèse du théorème satisfont 
à l’égalité
t
x( t )  =  y ( 0 +  f  Y(t )  Y _ 1 ( t ) / ( t ,  0 ( t ,  x ))d i  pour <>0,
d ’où
\ x ( t ) - y ( t ) \ ^ M  I  | / ( t ,  0 ( t ,  x))\d z.
0
Du fait, que x (t) est bornée il résulte que x ) \^ C  est aussi bornée pour
oo
t ^O,  c.à.d ., que \ f(t,  C) et J N( t ,  C)dt<  +  00. Cela signifie que la
différence \x{t)—y{t)\ est bornée pour t ^O.  Identiquement comme dans le theéorème 
précédent on peut montrer que lim |.x(0—T(OI = const pour /-*■ +  00.
C o ro lla ire .  Si l’un des systèmes (4) ou (5) possède des solutions tendant aux 
asymptotes horizontales quand t-> + o0 , alors l’autre système possède aussi des 
solutions tendant aux asymptotes horizontales pour /-> +  oo.
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O RÓ W NO W ADZE ASYM PTO TYCZNEJ U K Ł A D U  R Ó W N A Ń  
R Ó ŻNICZK O W O -FUNK CY JNYC H  Z O PÓ ŹNIO N YM  AR G U M EN TEM
S tr e s z c z e n ie
W pracy omawia się równania różniczkowo-funkcjonałowe postaci
x \ t )  =
które w szczególności obejmują równania różniczkowe z  opóźniającym się argumentem. Przy 
odpowiednich założeniach dowodzi się twierdzeń o  nielokalnym istnieniu rozwiązań, podaje ich 
oszacowanie oraz bada występowanie asymptot poziomych. Dow odzi się stabilności pewnych ukła­
dów liniowych sperturbowanych częścią nieliniową zawierającą opóźniony argument. Uogólnia się 
pewne wyniki autorów cjtow anych we wstępie do tej pracy.
Oddano do Redakcji 1 sierpnia 1969 r.
